Transformada de Fourier

Uma ferramenta matemática bastante útil e que permite conhecer melhor a composição de certo sinal é a transformada de Fourier. Ela leva este nome devido ao seu descobridor, Joseph Fourier, no século XIX. Nos dias de hoje é utilizada em vários campos do conhecimento onde seja necessária a análise das freqüências de um sinal. Para entender a transformada de Fourier, é preciso entender o que vem a ser o espaço de tempo e o espaço de freqüências. 

Para mostramos de forma gráfica um determinado sinal (unidimensional), pode-se utilizar eixos de coordenadas cartesianas de forma que o eixo vertical possa representar a amplitude ou intensidade do sinal e o eixo horizontal a variação desta amplitude ao longo do tempo (figura ...a).  Diz-se que esta é a representação do sinal no espaço de tempo. Quando se utiliza a transformada de Fourier, este sinal ainda terá no eixo vertical a amplitude, porém no eixo horizontal agora será representada as freqüências que este sinal possui (figura ...b). Este é o espaço de freqüências. Quanto mais próximo do cruzamento dos eixos, mais baixa a freqüência e quanto mais distante, mais alta será a freqüência. 
Saber analisar as freqüências que compõem um sinal é bastante importante quando queremos identificar certas características deste sinal. Por exemplo, considerando a voz humana, se um certo trecho de voz masculina for analisado pela transformada de Fourier, poderão ser identificadas na análise do sinal de voz uma maior incidência de componentes de baixa freqüência com maior amplitude do que os de alta freqüência. Com um sinal representando voz feminina pode acontecer o contrário.  Um outro exemplo é analisar o som proveniente de uma orquestra. Os instrumentos que emitem sons graves tais como contrabaixo ou tuba, irão apresentar um espectro (conjunto das freqüências do sinal) de baixa freqüência (maiores amplitudes ou intensidades em baixas freqüências). Por sua vez, instrumentos como violinos ou pífaros irão possuir predominantemente um espectro de alta freqüência. 
A partir da análise de um sinal mediante a transformada de Fourier pode-se melhorar ou mesmo decompor este sinal. O processamento de um sinal mediante o qual se deseja obter um sinal melhorado ou certo conjunto específico de freqüências é denominado filtragem. Conhecendo-se o espectro de freqüências de um sinal, podem-se atenuar certas freqüências ou mesmo fazer-se um corte, de forma que o sinal possa ser remontado novamente a partir das freqüências restantes no espectro. Se um sinal apresenta ruídos, uma técnica para suprimir este ruído é filtrar ou cortar sinais de alta freqüência do espectro do sinal original. Quando recomposto o sinal, este irá apresentar uma baixa intensidade de ruído. Para recompor um sinal a partir de suas componentes de freqüência, utiliza-se a transformada inversa de Fourier.

Sinais Senoidais

Um sinal então é interpretado como sendo a variação de determinada grandeza em um período de tempo. Esta grandeza pode ser uma tensão, corrente em um circuito ou a intensidade de um certo som produzido. Um sinal senoidal é aquele cuja variação pode ser dada por uma função trigonométrica (Seno ou cosseno, por exemplo) e periódica no tempo. De acordo com a figura ..., pode ser visualizada a relação entre uma revolução de um ponto sobre um círculo com a produção de um sinal senoidal. Se um certo ponto percorrer este círculo partindo do ponto 1 (ponto inicial), com uma velocidade (angular) constante, a representação ao longo do tempo da distância deste ponto ao eixo horizontal produzirá a senóide vista ao lado direito da figura. Assim, no ponto 2 (90 graus do ponto inicial) ela alcançará o valor máximo (equivalente ao raio do círculo). No ponto 3 (180 graus) retorna ao eixo horizontal, atingido o valor zero novamente. No ponto 4 (270 graus) atinge o valor mínimo (equivalente ao valor negativo do raio do círculo). E finalmente no ponto 5 (360 graus ou zero grau) retorna ao ponto de início para recomeçar um novo ciclo.
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Figura – Relação entre círculo e função senóide.
Esta relação de uma função senoidal com um círculo é bastante útil para o entendimento da transformada. Na figura ... verificamos que outros sinais senoidais podem ser produzidos modificando a velocidade do ponto ao redor do círculo. Se dobrarmos a velocidade, produziremos um sinal que se repete no período dado por duas vezes. Se triplicarmos, obteremos um sinal que se repete três vezes e assim sucessivamente. A velocidade pode ser entendida então como a freqüência que possui o sinal. É importante também ressaltarmos o que se denomina de amplitude de um sinal, o que nos diz se um sinal é mais intenso que outro ou vice-versa. Note que os círculos têm tamanhos diferentes, ou seja, o raio dos círculos assume valores diferenciados. A amplitude está relacionada ao valor máximo que um sinal pode assumir. Assim, esta amplitude coincide com o raio do círculo. Portanto, podemos notar vários sinais na figura que tem amplitudes diferentes.  
Por meio de um teorema desenvolvido pelo próprio Fourier (que leva o seu nome), qualquer sinal pode ser construído a partir de sobreposição de sinais senoidais com diferentes amplitudes. Na parte inferior da figura nota-se a sobreposição dos sinais produzindo um sinal qualquer. Ou seja, um determinado som pode ser produzido ou simulado a partir de uma sobreposição de sons básicos senoidais. Variando-se a amplitude para cada sinal envolvido na sobreposição, diferentes tipos de sons, com timbres diferentes, podem ser produzidos.

Esta visualização é útil para o entendimento de um espectro de freqüências, ainda que vários aspectos da teoria deixaram de ser abordados propositalmente para não tornar maçante a explicação e para não nos desviarmos do objetivo aqui traçado. Para concluirmos o raciocínio, o espectro de freqüências que é produzido pela transformada de Fourier pode ser visualizado então como as várias amplitudes dos círculos correspondentes aos componentes (cada sinal senoidal) do sinal passado pela transformada, sendo colocadas lado a lado. Ou seja, como se os círculos fossem “empilhados” um ao lado do outro, cada um com um raio próprio (amplitude) e cada um “girando” a certa velocidade (freqüência). 
É válido colocar ainda que a transformada de Fourier, para ser aplicada na prática, precisa ser discretizada. Na teoria a transformada de Fourier é apresentada de forma contínua (a expressão é dada por uma integral). Assim, a transformada discreta representa uma aproximação da transformada original que permite o seu uso em algoritmos computáveis.
O componente TFFT
A implementação da transformada de Fourier é feita através do componente TFFT. As propriedades e métodos deste objeto são simples, ainda que o algoritmo da transformada não o seja. Ela foi baseada no algoritmo divulgado pelo Numerical Recipes
 originalmente desenvolvido em C. A transformada é implementada através de uma variante do algoritmo da transformada discreta de Fourier que torna mais rápido o processo, denominada transformada rápida de Fourier (Fast Fourier Transform, ou FFT). Enquanto que a transformada discreta tem uma complexidade quadrática, a transformada rápida tem complexidade logarítmica, sendo bastante útil quando temos vetores de comprimento longo. Entretanto, a transformada rápida permite que trabalhemos apenas com vetores que tenham tamanho proporcional a potência de 2. A seguir descrevemos as propriedades e método do componente TFFT.
	Propriedade
	Definição
	Sintaxe
	Descrição

	Direction
	Indicação da transformada direta ou inversa
	property Direction: TDirection;
	A propriedade Direction indica se a transformada irá fazer o processo direto  (dDirect) ou inverso (dInverse).

	Size
	Tamanho do vetor de pontos do sinal
	Property Size: integer;
	Esta propriedade indica o tamanho do vetor de pontos a ser trabalhado na entrada do algoritmo. Deve ser uma potência de 2.


	Método
	Definição
	Sintaxe
	Descrição

	DoFFT
	Executa o processo da transformada rápida de Fourier 
	procedure DoFFT(var Data: array of double);
	O método DoFFT é usado tanto para a transformada direta como para a inversa. O vetor dos dados deve ser passado como parâmetro, pois os dados da transformada resultante são passados neste mesmo vetor. O vetor deve ter duas vezes o tamanho definido em Size. 


Um aspecto a ser ressaltado no uso do componente TFFT é que o vetor do sinal a ser passado é utilizado para a obtenção do próprio resultado da transformada. O vetor deve ter o dobro do tamanho da propriedade Size. Assim, se Size possuir tamanho de 256, o vetor a ser passado deverá ter 512 posições. Os dados referentes ao sinal devem ser colocados nos índices ímpares do vetor, e os índices pares devem conter zero.
Exemplo:

Vetor Data

	Índice
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	...

	Valor
	14
	0
	56
	0
	37
	0
	...


Quando é executada a FFT direta, os dados da transformada estarão no mesmo vetor, sendo que existirão duas partes: a real e a imaginária. A parte real estará nos índices ímpares, enquanto que a parte imaginária estará nos índices pares. Para que tenhamos o espectro, devemos calcular a magnitude do vetor, ou seja, elevamos ao quadrado as partes real e imaginária, somamos e extraímos o quadrado desta soma. Este será considerado um componente de frequência ou bin, que terá a informação de amplitude e a freqüência deste no sinal que foi transformado.

A fórmula da magnitude é dada então por:
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Exemplo (após FFT):
Vetor Data

	Índice
	1 (R)
	2 (I)
	3 (R)
	4 (I)
	5 (R)
	6 (I)
	...

	Valor
	23
	12
	26
	14
	30
	22
	...

	Bin
	1
	2
	3
	...

	Magnitude
	25,94
	29,52
	37,20
	...


O espectro de freqüências será representado então pelas magnitudes calculadas sobre o vetor resultante da chamada a DoFFT. 
Aplicativo Exemplo de FFT Direta e Inversa
Um aplicativo de apoio é disponibilizado no software fornecido para mostrar a aplicação do componente TFFT para a transformada direta e inversa. Este aplicativo permite a composição de um sinal a partir de um conjunto de freqüências predefinidas peritindo inclusive a modificação das amplitudes. O sinal gerado pode ser gravado em um arquivo .WAV, e mostra o resultado da transformada de Fourier indicando a intensidade das freqüências escolhidas. São utilizados dois componentes TFFT para as transformadas direta e inversa respectivamente e um componente TWaveHandle. 
A partir de um conjunto de 8 componentes TrackBar, cada um correspondendo a uma senóide, o usuário pode controlar a amplitude de cada uma na composição do sinal. O sinal resultante pode ser visto no primeiro PaintBox. No segundo PaintBox, é visualizada a magnitude de cada senóide mostrando a intensidade de cada uma no espectro de freqüências. Este espectro é resultado da transformada direta do sinal composto. Note que a transformada é simétrica, pois aparecem dois bins para cada senóide presente no sinal. Apenas um bin seria necessário para indicar a freqüência, mas desse modo serve para mostrar a saída total resultante da FFT. No terceiro PaintBox, o sinal é recomposto novamente com grande precisão a partir da aplicação da transformada inversa no segundo componente FFT.
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Figura – Aplicativo Exemplo de Transformada Direta e Inversa

Após o usuário montar o sinal, através do botão Save o mesmo é gravado em arquivo .WAV. O botão Play a seguir permite reproduzir o sinal composto gravado. Uma variante para a gravação é a possibilidade de inclusão de ruído no sinal. Este ruído é produzido de forma aleatória sobre o sinal gerado pela composição das senóides.
� O algoritmo original pode ser encontrado em � HYPERLINK "http://www.library.cornell.edu/nr/cbookcpdf.html" ��http://www.library.cornell.edu/nr/cbookcpdf.html�. 
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